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Differentialgleichungen fiir Modulformen

37. Die Schwarzsche Ableitung.
Sei y(x) eine nicht-konstante Funktion von x € C. Die Schwarzsche Ableitung von
y beziiglich x ist
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(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass {‘ggis,x} = {y; 2} fiir alle (2) € GLy(C).

(b) (2 Punkte) Sei x(z) eine nicht-konstante Funktion von z. Zeigen Sie, dass
dz
{yiz} = {2} +{y; 2} <dz> :

38. (a) (2 Punkte) Es seien w; und wy die Periodenintegrale aus Aufgabe 31. Definieren

Sie T7(\) = i;gi; Sei A(7) die Umkehrfunktion von 7()). Zeigen Sie, dass gilt:
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(b) (2 Punkte) Driicken Sie A(7) als rationale Funktion von j(7) aus.
39. Lineare Differentialgleichung fiir Fy

. . 4 .
(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass E4(7) = oF} (55, 3; 1;¢(1))", wobei t(1) = %.
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den linearen Differentialoperator 5. Ordnung, der

E,(7) annihiliert.

40. Eine Folge von Differentialgleichungen fiir Modulformen in I'y

Betrachten Sie fiir £ € Z>( den Differentialoperator

k+1 k(k + 1)

Ly =D*— — PP+ = (DE,)



(a) (1 Punkt) Es bezeichne ) die Serre-Ableitung. Zeigen Sie, dass gilt: Lif =

Vg2V f — %E&f

(b) (1 Punkt) Schliessen Sie aus (a), dass es fir k + 4 # 0mod 3 einen linearen
Operator ¢y € End(My(T'1)) gibt, der auf Sk(I'1) und Mg (T'1)/Sk(T'1) durch

Multiplikation mit k(f 2;12) wirkt.

(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass wenn Fj(7) ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert
Ky ist, dann ist fir 1 < i < m die Funktion A(7)!Fg_12;(7) ein Eigenvektor

zum Eigenwert xj_19; ist. Bestimmen Sie m.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass
i — —
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fiir k+4 # 0mod 3 eine bis auf Normierung eindeutige Lésung von Ly, ist. Bilden
Sie dazu eine Linearkombination aller Eigenvektoren von ¢, und benutzen Sie,

dass 2 Fi(a, b, c; z) ein Polynom ist, falls a < 0 oder b < 0.

Abgabetermin: Freitag, 8.1.2010 um 10:00 Uhr.



